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Equation de la chaleur sur le cercle

On pose T = R/27Z. Pour ug € L*(T), on considere 1’équation différentielle :

ou %y *
E—W—O SUI'R+ x T (*)
u(0,.) =uo  dans L*(T)

Théoréme 1. Il existe une unique solution u de () de classe C* sur RT™ x T, avec u(t,.) tendant vers ug
dans L*(T) quand t tend vers 0.

Démonstration.
Etape 1 : Analyse

Soit u une solution de (*) de classe C? sur R™ x T, avec u(t,.) tendant vers ug dans L?(T) quand ¢ tend vers
0. On peut alors écrire sa série de Fourier, qui converge normalement :

. 1 2m ]
V(t,z) € R x T, u(t,x) = Z cn(t)e™ ou Vn€eZ, c,(t) = %/0 u(t,z) e """ dx

nez
Comme (t,z) — u(t,z) e~ est de classe C! en t, par dérivation sous l'intégrale, on obtient :

1 [°" Ou 2) eI gy — 1 T 9%

/ _ el et —inx
en(t) = 2r Jo Ot (t,2) 2 Jo  Ox? (t,z)e dr

Par intégration par partie et périodicité de wu(t,.) et %(t, x),ona:

. 27 2 27
0 ina - iz
. (t) = % i 6—2(7&, x)e " dr = % ; u(t,z) e dx = —n’ec, (t)

On en déduit alors que ¢, (t) = c%e*"% avec ¢! € R. Fixons ¢t > 0, et appliquons la formule de Parseval a
2+ |u(0,2) — u(t,z)|, en notant c,(up) le n-iéme coefficient de Fourier de u :

> lenluo) =) = 5o [ 1u(0.) ~ ult. ) da

neZ

Or, comme |u(0,z) — u(t, z)| est bornée, on a la convergence de 'intégrale vers 0 par convergence dominée. On
en déduit alors que ¢, (t) converge vers ¢, (ug). On a donc ¢2 = ¢, (ug) par unicité de la limite. On peut écrire :
2, . 1 2m . o 27
u(t.) = 3 calun)e e = 37 o [ gty aye e = [ ug) Kt - g)dy
oz 21 Jo 0

neZ

On a posé K(t,x —y) = % nez efnztei”(I*y), le noyau de la chaleur. Une potentielle solution serait donc

unique et donnée par la forme ci-dessus.
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Etape 2 : Synthése

Définissons u par 'expression trouvée précédemment, et vérifions que u est bien solution de (x).
Posons K, (t,z) = Le~n*teine de sort  avoir K = >z Kn. PourneZ, kleNet0<a<tona alors:

27 nez
R 1 2, 1 2
K (t.x)] = |— _n2 k in le—n tezna: < 7’)’L2k+l€_n a
‘E%kazl n(7 ) ﬂ( ) ( ) \‘2ﬂ
7. . . 7 . 2
Par dérivation sous 'intégrale, K est une fonction de classe C*° sur R™ x T, avec de plus %{ = %;2( .

Ensuite, u s’écrit comme :
21
uto) = [ w()K(to - y)dy
0
L’intégrant est de classe C* ent et en . Pour 0 <a <tona:

ak+l

\ 1 —n?a
WKt - y>\ <Cluo(y) o =Y Snle

ne”Z

Le membre de droite est intégrable sur [0, 27] car ug € L?(T), donc u est de classe C* sur ]a, +o0o[x T pour tout
a > 0, donc sur RT™ x T. De plus, u vérifie bien I’équation de la chaleur.

11 reste la condition au bord : Par la formule de Parseval, il suffit de montrer que ||c,(u(t,.)) — ¢ (uo)|l, tend
vers 0 quand ¢ tend vers 0. Or :

lew (u(t, ) = a(uo)l3 = > len(u0) — en(uo)e™ 2 < D Jen(uo) ?1 — e 2

nez nez

Comme |1 — e‘"2t| < 1 pour t > 0, on peut appliquer la convergence dominée qui donne alors le résultat voulu.
O
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